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三维弹性边界元法中 1/ r 奇
异性与面力不连续的处理

南京航空学院　　温卫东　高德平

一、面力不连续问题的处理

对于任意一个边界为 � 的弹性体空间域 � , 可推导出其边界积分方程的矩阵形式为:

[ c] i {u} i +∫� [ p * ] {u} d� =∫� [ u* ] { p }d� +∫� [ u* ] { b}d� ( 1)　

其中 {u} 与 { p } 分别为边界上的位移及面力列阵, { b} 为 � 内的单位体力列阵。i∈� + � ,
[ c ] 是与 i点邻近的几何形状相关的系数矩阵。[ p

* ] 和 [ u
* ] 分别为面力与位移基本解方阵,

其子元分别为 u
*
lk = A lk/ r 及 p

*
lk = - B lk / r2 , 其中

A lk =
( 3 - 4 ) !lk + r lr k
16∀G ( 1 -  ) 　,　B lk =

nmr m〔( 1 - 2 ) !lk + 3r l rk〕- ( 1 - 2 ) ( r lnk - rknl )
8∀G( 1 -  )

G 和 为材料剪切模量和泊松比, r 为所考虑的点 i 与积分点之间的距离, !lk为Dir ac delta 函

数, nl 和 l r分别为 �n/ �x l 和 �r/ �x l , n为积分点处的边界外法向。

若将 � 分成 N E 个单元, 第 e个单元上的形函数矩阵为 [ # ] e, 相应的 e单元上节点位移

图 1　总体坐标与局部坐标关系

与面力列阵分别为 {u} e和 { p } e。在不考虑体力时,

( 1) 式可写成:
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　　令 [ H ] e =∫� e[ p * ] [ # ] ed� +∫� e[ c] !id � , [ G ] e

=∫� e[ u* ] [ # ] ed� , 其中 !i 为Dirac函数。当 i 点不

是当前积分单元 e上某一节点时, [ H
e] 中第二项为

零。利用图 1中总体坐标与局部坐标关系, 其微元

面积d � = � �r
 

/ �∃1×�r
 

/ �∃2� d∃1d∃2 = �G1�d∃1d∃2。
利用上述关系, 可将 [ H ] e和 [ G ] e变换到边长为2的正方形母单元上, 用标准高斯求积公式

求解。

利用 [ H ]
e
和 [ G]

e
关系且合并 {u}

i
项, ( 2) 式写为:
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图 2　面力不连续点位置示意
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　　如图 2所示, 设节点 j 与 e1、e 2⋯e n个单元相关, 且在 j 点邻近

面力不连续 (此时, 位移总是连续的)。当物体上存在面力不连续的

点时, 不能直接求解 ( 3) 式, 应采用适当方法处理。

对于最常见的面力不连续情况, 即在 j 点三个独立方向上, 分别

不多于一个面力或位移未知量。对此, 在采用八节点等参元时, 可

按下述方法处理, 即由 ( 3) 式得:
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其中 ea= e1、e 2⋯e n。按上述处理后, 方程右边的前两项可合并, 而第三项可根据上述最常见

的面力不连续具体情况, 分别对与 j 点有关的 en个单元进行运算。这一处理方法, 不难推广

到 j 点为 j 1、j 2⋯j n的情况。

对于 j 点三个独立方向上分别多于1个面力未知量的情况, 可引入位移协调方程与 ( 4)式

联立求解。

二、对 1/ r 奇异性的处理与讨论

文献 [ 1] 在二维弹塑性体积分中消除 1/ r 奇异性做了很有益的工作, 本文将其引入三维

弹性面积分的1/ r 奇异性处理中, 当经过上节所述的内容处理后, 对求 [ G]
e 中的 1/ r 奇异性,

便可运用文献 [ 1] 的方法进行处理。

当所考虑的点 i为单元上的角节点时, 可将正方形母单元分成两个三角形单元, 并建立极

坐标 ( %, &) 与局部坐标 ( ∃1 , ∃2) 的变换关系[ 1]
, 则 [ G]

e
可写成:

[ G]
e
= �

△
1

f (%, &)%d%d&+ �
△
2

f (%, &)%d%d& ( 5)　

其中 f (%, &) = [ u* ] [ # ] e�G1�。当点 i为单元边上的中节点时, 将母单元分成三个三角形

单元, 则有:

[ G] e = �
△
1

f %d%d&+ �
△
2

f %d%d&+ �
△
3

f %d%d& ( 6)　

只要点 i在当前积分单元上, 无需要求与积分点重合, 就有 r= %, 因此有下式恒成立:
f (%, &) %= f 1(%, &)%/ r = f 1(%, &) ( 7)　

其中 f 1( %, &) = [ A ] [ # ] e�G1� ( [ A ] 子元见上一节 A lk定义)。可见, 经过极坐标变换后, 消

除了原积分中的 1/ r 因子的奇异性。

当点 i 与积分点重合且边界光滑时, 由图 1可知, n
 

= �r
 

/ �∃1× �r
 

/ �∃2 , 所以有

�G 1� = �r
 

�∃1
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�∃2 =
�x 1

�∃3 ,
�x 2
�∃3 ,

�x 3
�∃3 = �n

 

� ≠ 0

又因为 ( ∃1, ∃2) → (%, &) 变换是连续的, 所以�G1�在 ( %, &) 或 ( ∃1, ∃2) 坐标系中上述
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结论恒成立。

图 3　厚壁圆筒边界元计算模型

　　　　　　　三、算例的数值试验

如图3所示, 厚壁圆筒, 内壁受均布压力2000Pa 作

用, 弹性模量 E为2. 1×108Pa,  为 0. 3。由于属轴对称

问题, 取其四分之一部分研究。当半径 r 为 15cm 时, 精

确解为: 环向应力∋2&为1852Pa, 径向位移 !2r 为 1. 415-

10- 4cm。参数上标为节点或内点号。表 2中 O点位于图

3结构的重心。

表 1为A 和B 条件下的部分数值结果,其中A 条件

为考虑面力不连续, 但不对 1/ r 奇异性作处理; B 条件为

不考虑面力不连续, 但对 1/ r 奇异性作处理。表中M 1为

i 点不在当前积分单元上时对母单元的高斯积分点数,

M 2为作 1/ r 奇异性处理时, 对每块三角形的高斯积分点

数。从表 1的数值结果看出, 尽管 M1和 M 2较多, 但数

值结果仍很差。

表 2为考虑了面力不连续, 并对 1/ r 奇异性作处理

后的数值结果。从中看出, M 1和 M2 较少时, 数值结果

仍较好。随 M 1和 M2增加, 数值解精度进一步提高。

表 1　圆筒在 A 和 B 条件下的部分应力与位移

A　条　件 B　条　件

M 1, M 2 !2x1 ( 10
- 3cm) ∋2x2 ( Pa) !2x1 ( 10

- 3cm ) ∋2x2 ( Pa)

25, 25 0. 1540 - 3075 0. 2087 - 1138

36, 36 0. 1225 - 1300 0. 2093 - 1142

表 2　圆筒的部分应力与位移

M 1, M 2 !2x1 ( 10
- 3cm) ∋2x2 ( Pa) !2x1 ( 10

- 3cm ) ∋2x2 ( Pa)

9, 9 0. 1447 0. 2449 - 1720 733

25, 25 0. 1389 0. 1577 - 1842 1149

36, 36 0. 1395 0. 1343 - 1845 1870

四、结　　论

1. 本文中的方法能处理常见的面力不连续问题, 方法简捷, 数值结果也较理想。

2. 文献 [ 1] 中的方法推广用于处理三维弹性边界元中面积分的 1/ r 奇异是可行的。当奇

异点在当前积分单元上时, 有 r= %, 从而消除 1/ r 的奇异性。
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THE TREATMENT OF 1/ r SINGULARITY AND

DISCONTINUOUS TRACTIONS IN 3-D

ELASTIC BOUNDARY ELEMENT METHOD
Wen Weidong and Gao Deping

(Nanj ing Aeronautical Institute)

ABSTRACT　　　　For t reatment of common discontinuous tr act ions in 3-D elast ic

boundary element method, a simple and practical approach is proposed in this paper . T he

pr oblem of the 1/ r integ ral singularity and its tr eatment are discussed and analyzed as w ell.

The numerical resul ts show that the appprach in this paper is sat isfactory .

ANALYSIS FOR TYPICAL STATOR BLADE STRUCTURE

AND ITS IMPLEMENTATION
Qiu Chunhang, Yu Duokui , Liang Jixin, Li Dong

(Dalian University of Technology )

ABSTRACT　　　　A progr am named the STAP for the stator blade analysis w ith

pr eprocessor and postprocesso r is br ief ly int roduced. U sing the mesh generat ion and

subst ructure assemblage funct ions of the STA P, it is possible to accompl ish conveniently the

st ress and vibr at ion analy ses of the stator blade if only the coordinates of points on the

contour o f a blade and a few of mechanical pr opert ies of materials are inputted. Since

mechanical propert ies, part icularly Young�s modulus and coeff icient of thermal expansion, are
temperature dependent , it is very important to take this fact into account for calculat ing the

st ress o f a coo led gas turbine blade. For this end the ST AP provides fo r user a finite element

methed w ith a temper ature dependence on the proper ties. In st ructure modelling , in or der to

reduce the number of unknown variables and to describe the complex boundary condit ions,

the STA P is possessed of the funct ion of M aster-Slave relations betw een the nodal

displacements.
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